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Аннотация
В работе исследуются нелокальные краевые задачи для уравнения конвекции-диффузии дроб­
ного порядка с вырождением. Основной результат работы заключается в получении методом 
энергетических неравенств априорных оценок в дифференциальной и разностной трактов­
ках для решения рассматриваемых задач. Из полученных оценок следуют единственность и 
устойчивость решения относительно начальных данных и правой части, а также сходимость 
приближенного решения к точному решению рассматриваемой дифференциальной задачи.
Abstract
In this paper we study nonlocal boundary value problems for the convection-diffusion equation of 
fractional order with degeneration. The main result of the work is to obtain by the method of energy 
inequalities a priori estimates in differential and difference interpretations for solving the problems 
under consideration. From the obtained estimates, the uniqueness and stability of the solution with 
respect to the initial data and the right part, as well as the convergence of the approximate solution 
to the exact, solution of the differential problem under consideration, follow.
Ключевые слова: нелокальные краевые задачи, априорная оценка, разностная схема, урав­
нение конвекции-диффузии, дифференциальное уравнение дробного порядка, дробная произ­
водная Капуто.
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Введение
Нелокальными задачами принято называть такие задачи, в которых вместо обыч­
ных точечных («локальных») граничных условий задаются условия, связывающие зна­
чения искомого решения и (или) его производных в различных точках границы, либо 
же в точках границы и в каких-либо внутренних точках. К первым работам с неклас­
сическими граничными условиями относятся, по-видимому, работы [Canon J.R. 1963], 
[Камынин Л.А. 1964] и [Чудновский А.Ф. 1969], [Чудновский А.Ф. 1976]. Современное 
естествознание, в основном физические приложения, требовали дальнейшего развития 
неклассических краевых задач и, в первую очередь, задач с нелокальными условиями. 
Различные классы нелокальных задач для дифференциальных уравнений с частными 
производными изучались в работах [Бицадзе А.В. 1984], [Водахова В.А. 1983], [Водахова 
В.А. 2008], [Гулин А.В. и др. 2001], [Ионкин Н.И. 1977], [Нахутпев А.М. 1978].
Особый интерес в теории дифференциальных уравнений представляют краевые за­
дачи с интегральными условиями, которым и посвящена данная статья. В работе [Ко­
жанов А.И. 2004] рассматривается нелокальная краевая задача для уравнения
Lv(u) =  ut -  uxx -  vUxxt +  c(x, t)u =  q(x, t)
с краевыми условиями
u(0,t) =  a(t)u(1,t) +  h(t,r)u(1,r)dr, 0 < t < T ,  (*)
0
ux(l,t) =  0, 0 < t < T ,
u(x, 0) =  u0(x), 0 < x <  1 .
Заметим, что в одной из рассматриваемых нами в данной работе нелокальной задаче 
содержится нелокальное граничное условие интегрального вида (*).
В настоящее время стало очевидным, что при решении многих задач в физике, био­
логии часто встречаются среды и системы, которые хорошо интерпретируются как 
фракталы, примерами которых могут служить полимерные материалы [Бэгли Р.Л., 
Товик П. Дж. 1984], сильно пористые среды [Динариев О.К). 1990]. К первым работам 
по теории дифференциальных уравнений дробного порядка следует отнести работы 
L. O ’Shaughnessy, S. Mandelbrojt [O’Shaughnessy L. 1918], [Mandelbrojt S. 1925]. При 
решении таких задач возникла необходимость изучения краевых задач для дифферен­
циальных уравнений с дробной производной [Малыттаков А.В. 1992], [Шефер Д., Кефер
К. 1988]. В монографиях [Самко С.Г. и др. 1987], [Нахутпев А.М. 2000] дан достаточно 
полный обзор работ, посвященных дифференциальным уравнениям дробного порядка. 
Уравнениям переноса в средах с фрактальной геометрией посвящены ряд интересных 
работ [Чукбар К.В. 1995], [Кочубей А.Н. 1990], [Нигматуллин Р.Р. 1992].
Настоящая работа посвящена численным методам решения нелокальных краевых 
задач для уравнения конвекции-диффузии дробного порядка с переменными коэффи­
циентами с вырождением. Методом энергетических неравенств получены априорные
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оценки в дифференциальной и разностной трактовках для решения рассматриваемых 
задан. Из полученных оценок следуют единственность и устойчивость решения относи­
тельно начальных данных и правой части. В силу линейности рассматриваемых задач 
эти неравенства позволяют утверждать, что приближенное решение сходится к точному 
решению рассматриваемой дифференциальной задачи.
Численным методам решения краевых задач для уравнения диффузии дробного 
порядка посвящены работы [Алиханов А.А. 2010]. [Alikhanov А. А. 2015], [Таукено- 
ва Ф. И.. Шхануков-Лафитпев М. X. 2006], [Бетптоков М.Х. 2018 а], [Бетптоков М.Х. 
2019], [Бетптоков М.Х. 2018 б]. В работе [Алиханов А.А. 2010] получены результаты, 
позволяющие применять метод энергетических неравенств для получения априорных 
оценок краевых задач для уравнения дробного порядка в дифференциальной и раз­
ностной трактовках, как и в классическом случае (а =  1). В работе [Alikhanov А. А. 
2015] предложен новый разностный аналог дробной производной Капуто, аппроксими­
рующий дробную производную Капуто с порядком 0(т:з-а). Работы [Бештоков М.Х. 
2018 а], [Бетптоков М.Х. 2019], [Бетптоков М.Х. 2018 б] посвящены численным методам 
решения различных краевых задач для уравнения влагопереноса дробного порядка. 
Получены априорные оценки решений рассматриваемых задач в дифференциальной и 
разностной трактовках.
1. Постановка нелокальной краевой задачи А
В цилиндре QT =  { ( :r ,i)  : 0 <  x < l, 0 <  t < T } рассмотрим следующую нелокаль­
ную краевую задачу
1 д ди ди
dotu =  xm дх xmk(x,t) —  +  r(x,t) —  -  q(x,t)u +  f (x , t ) , 0 < x < l ,  0 < t  < T,  (1)
lim xmk(x, t)ux(x, t) =  0 , 0 <  t < T , (2)
x —s- 0
-k(l,t)ux(l,t) =  e(t) xmu(x,t)dx — n(t), 0 <  t < T,
0
u(x, 0) =  u0(x) , 0 <  x < l ,
(3)
(4)
ГД6
0 <  Co <  k(x,t) <  C l, \r(x,t),rx (x,t),kx (x,t),q(x,t) , в (t)\ < c2, 0 <  m <  2 , (5)
t
1
Г(1 — a)
uT (x, т) 
(t — т )a
dT, дробная производная в смысле Капуто порядка а,
о
где 0 < а <  1 [Самко С.Г. и др. 1987], ci}i =  0, 1,2  — положительные числа.
При x =  0 ставится условие ограниченное и решения \u(0, t) | <  то, которое эк­
вивалентно условию (2), равносильному в свою очередь тождеству k(x,t)ux(0 ,t) =  0 
[Самарский А.А. 1983, стр. 173], если функции r(0,t),q(0,t), f  (0,t) конечны.
В дальнейшем будем предполагать, что задача (1) — (4) имеет единственное ре­
шение, обладающее нужными по ходу изложения производными. Будем также считать, 
что коэффициенты уравнения и граничных условий удовлетворяют необходимым по хо­
ду изложения условиям гладкости, обеспечивающим нужный порядок аппроксимации 
разностной схемы.
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По ходу изложения будем также использовать положительные постоянные числа 
M i , i =  1, 2 ,... ,  зависящие только от входных данных рассматриваемой задачи. Спра­
ведливы следующие [Алиханов А.А. 2010] утверждения.
Л ем м а 1. Для любой абсолютно непрерывной на [0,Т] функции v(t) справедливо 
неравенство
v{t)&0tv{t) >  1  0 <  а < 1 .
Л ем м а 2. Пусть неотрицательная абсолютно непрерывная функция y(t) удовлетво­
ряет для почти всех t из [ОД] неравенству
дшУС0 <  МУСО +  c2(t), 0 <  а  <  1 ,
где С\ >  0, c2(t)—суммируемая на [0,Т ] неотрицательная функция. Тогда
y(t) < y(0)Ea (clta ) +  r(a)Ea ,a (cita )D-taC2(t),
где Ea (z) =  ^ 2
z
Ea, (^z) =
z
— функции Миттаг-Леффлера.
n=0 г ( ап +  1 ) ’ ’ г ( ап +  ^
2. А п ри орн ая  оценка в ди ф ф ерен ц и ал ьн ой  ф ор м е
Для получения априорной оценки решения задачи (1)-(4) в дифференциальной фор­
ме умножим уравнение (1 ) скалярно на xmи:
(dotu,xmu  ^ =  ( (^xmkux) x,u^ +  (rux,xm u j — (qu,xmu^  +  f , x m uj (G)
где ^u,v  ^ =  J0 uvdx, ^u,u  ^ =  ||u||2, где u,v — заданные на [0,/] функции.
Преобразуем интегралы, входящие в тождество (6), пользуясь неравенством Коши 
с е [Самарский А.А. 1983, стр. 100] и Леммой 1 :
(datu,xmu) >  2 (xm,dau2) >  2 № mu n ,
xmkux) x =  f  u(xmkux  ^ dx =  xmukux \l0 — f  xmkuXdx,
(ruX,xmu^  <  c2 (x 2 u)2dx +  е /  (x 2 ux)2dx <  ellx 2 ux||2 +  —- llx 2 u l 0
4е о о 4e
— ^qu,xmuj =  — xmqu2dx <  c2j x^ u ||(
0  i 
11
4 e — im -  2 "~ ~,iu ■ 2
Принимая во внимание преобразования (7)-(11), из (6) находим
( f ,x mu)  < e lx " u ^  +  4 е ||x"  f  II2 <  - ||x" u ^  +  ^||x”  f
-  SoAx 2 u ^  +  СоД  ”  ux |2 < xmukux\'o +  е |x ”  i / * !12 +  ЩЦх 2 u ^  +  2 Ц  ”  f  .
(T
(8)
(9)
(10)
( 11)
(12)
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Преобразуем первое слагаемое в правой пасти (12) с учетом (2),(3)
xmukux \l0 =  lmu(l,t)( д (t) — в (t) xmu(x,t)dx'Sj
1 i
=  lmv(t)u(l,t) — 1тв (t)u(l,t) xmu(x,t)dx < M2u2(l,t) +—  k2(t) +
n 2
+ xmu(x,t)dx <  e X "2u-xWl +  M|^x 3 ЦП +  2 X ( t ) . (13)
С учетом (13), из (12) получаем 
1
2 d0t llx ™u\\l +  cn|x™ux\\l <  e llx 2 ux\\l +  M!\\x 2u\\l +  M s (Ilx 2 f  |2 +  v2(t)) ■ (14)
При e =  2  из (14) находим
Э Д Х " А О +  X " “ xBo < M6\x " uU +  M ? ( X f U0 +  X w ) ■ (15)
Тогда, применяя к обеим частям (15) оператор дробного интегрирования Dota , получим 
llx f u ll0+ D -ta \\x^ ux \\l < MsD-ta \\x^ u\\2 +  MJyD0lta (y||x ’2 f  ||2+Д2(t))  +  ||x ^ uo(x )|l0) ■ (16)
С помощью Леммы 2 из (16) получим априорную оценку
X mu\H +  Do-“ X m«,В 2 <  m (d - ( X mf  nn +  X ( t ) )  +  X mun(x)nn), (IT)
где M  — положительная постоянная, зависящая только от входных данных задачи (1)-
t
(4), D-tau =  гО) f  (t-A—  — дробный интеграл Римана-Лиувилля порядка а, 0 < а < 1. 
(а) о ( т
Т еор ем а  1. .), r(x,t),q(x,t), f  (x,t) Е C(QT), u(x,t) E C2,0 (QT)
AC1,0 (Qt) , d0atu(x,t) E C(Qt ) и выполнены условия (5), тогда для решения u(x,t) зада­
чи (1)-(4) справедлива априорная оценка (17), откуда следуют единственность и устой-
I I x -2 u \ \ 1 =
\ \ x m u \ \ 2 +  D-a \ \ x m ux \ \ 2 ■
3. У стой ч и в ость  и сход и м ость  р азн остн ой  схем ы
о
Для решения задачи (1)-(4) применим метод конечных разностей. Построим мо­
нотонную схему второго порядка точности, содержащие односторонние производные, 
учитывающие знак r(x, t). Для этого рассмотрим вместо уравнения (1) следующее урав­
нение с возмущенными коэффициентами
dOtu =  4 m xmk(x,t)ux +  r(x,t)ux — qu +  f(x,t)
xm x
где к
1
1 +  R
R
0.5h\r\
k
разностное число Рейнольдса.
(18)
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На равномерной сетке uhT дифференциальной задаче (1)-(4) поставим в соответствие 
разностную схему порядка аппроксимации O (Ь2 +  т2)/x  :
KAot+ Vi =  Xmlx™o.5aivX}) +  b—m(xT-o.5aivXJ) +  b~m(xr+o.5ai+ivia)i)  - d j v(a) +  ф , (19)x x^ x^
“ oaivlx 'oo)S0) =  ( A .  Vo +  dov0a)) -  Xi, t e ^t , — =  0, (20)
N
KN aN vXN =  XTv(a)h +  0-5hdNvN +  0AhAotj+aVN -  X2 , x =  N ,  (21)
i=o
v(x, 0) =  uo(x), x e uh , t =  0 (22)
T i—a 0
где AOt., v =  tttx-------г i - l^vt - дискретный аналог дробной производной Капутоj+ry 1(2  — a) 0у 1 s=o
порядка a, 0 < a <  1 [Alikhanov A. A. 2015]
(a.a) i—a (a.a)
ao =  a , al =
b(a,a) =  1 (l +  a)2—a -  (l -  1 +  a)2—a -  1  (l +  a ) i—a +  (l -  1 +  a)
( i—a 1—al +  a -  l -  1 +  a , l Д 1 , a—  a =  1 -  — , >  ’ 2 ’
2 — a .
1—a l > 1 ,
(a.a) (a.a)при j  =  0, co =  ao ;
'a oa’a) +  bla,a), s =  0 ,
при j  >  0, c(sa,a =   ^ a(a,a'> +  b(+ia) -  b(sa,a), 1 < s < j  -  1
(a.a) (a.a) ■
a) -  bi , s =  j ,
1 — ±j+a
cSr,a) > ^ ( s  +  a)—a >  0, aj =  k(xi—o.5,ti+a), b±j =  К Г  
2 kj+ a
в  =  Kej+a, Xi
0.5h 
m +  1 j  X2 =  Kxj+a +  0.5hpN>
v(a') =  avj+i +  (1 -  a)vj ,rN =  r(l,t) =  r3N+a — 0, r =  r+ +  r , ro =  r(0 ,t) =  r3o+a <  0,
m,(^n — 1 )h2 ________
Ki =  1 +  2 , i =  1, N -  1, r+ =  0.5(r +  |r|) — 0, r— =  0.5(r -  |r |) <  0,
24x2
d  =  ) Kiqj+a, i =  0,N,
{
"i i j + aqiЯ Г  ,i =  0,N. 
1
{:
,  KifO+a, i =  0, N, h
ф л fj+a, i  =  0, N
0.5h,i =  0, 
h,i =  0,N,
0.5h|ri|Ki
Ki , Ri , Ko
1 +  Ri ki-o.5 1 +
ro <  0, |r| =  r+ -  r
(m+i)ai
V  Л Л o+i v -  v
Y  =  v +  v , v =  vj , vt = --------,T v =  v0 =  v (xi,to), t* =  tj+a.
К =  1 +
0.5hm
~ l
1 1
1 - o.5hml
, Kn r 3 +  °
1 +  0.5h
k N -0.5
если r3j+a — 0.
1
НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2019. Том 51, №3 353
Перепишем задачу (19)-(22) в операторной форме
{
y =  Л (+ +  )yW +  Ф, 
y(x, 0) =  uo(x),
(23)
ГД6
к
\
Ki, x е Uh, 
1 , x =  0, l;
Ki =  1 +
m(m — 1 )h2
24x2
ф фi , ( x , t )  е  Uhr ,
ф =  ф- (m+1)0.5h
Ф+ =  о ж ^2, x =  l ;
y 1, x =  0 ,
t* =  tj+1/2,
л(Е+а )y(a) =
M t+a)y(a) =  xm й - о .5 aj yia)i)  +  x -  (xT~o.5aj yX3)+x ximx 1
+  b-m  ( x i+o.5 aj+iyia) )  — dj yixm aj (a) L ,(a) \ 0 i
( (m +  1) (  XoaiyXO — m+i dotff)
Л-Уо = ------------------- 0J5h------------------------ x  =  0
KNaNyXN +  в 12 y ^ h  +  0.5hdNyff
Л+yN  =  - -
i=0
0.5h
x =  l .
Справедливы следующие леммы.
Л ем м а 3 [Alikhanov А. А. 2015]. Для любой функции y(t), определенной на сетке 
Uт, справедливо неравенство
yw'x zt„ , y  > \ д а, , „  (y2) .
Л ем м а 4 [Беттттоков М.Х. 2019]. Предположим, что неотрицательные последова­
тельности yj ,фj ,j  =  0, 1 , 2 ,... удовлетворяют неравенству
ДоЬ+аyj <  Aiyj +1 +  W  +  фj , j  > 1,
где А1 >  0,А2 >  0— константы, тогда существует такое т0, что если т < т0, то
yj +1 < 2 y0 +  v(1 \ ) omax, фj ' Ea(2Щ ) , 1 < j <  j o,
1 ( 1  +  a) o<j'<j
oo А2
где Ea(z) =  — функция Миттаг-Леффлера, А =  А1 +  —.
к=0 1 ( 1  +  ka) 2 +  21 а
Введем скалярное произведение и норму в следующем виде:
N -1 N N
( u,v  ^ =  ^ 2  uvih, ( u,u  ^ =  ( 1 ,u 2) =  \\u\\2, ( u,v = ^ 2  u v  h , \\u]\2 =  ^ 2  u2h ■
i=1 i=1 i=1
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Найдем теперь априорную оценку, для этого умножим (23) скалярно на хту(а\ тогда 
получим
( ж л д „  у , х ‘У ( л Д +„ )у(’ ),хту(’ ^ +  ( ф ^ у "rmy(a)
Оценим суммы, входящие в (24), с учетом Леммы 3:
( к л  j у М " ’} >  ( 2 , Л°0,(хЧу)
2}
(24)
(25)
(лХ+„ )У ’ \хту{-°'>\ =  (Лу(’ ),хту(’ ^  +  0.5hA+y'IN’ XN УМ =  ( к ( Х - М  yX’j  •у1" 1) +,("Ыm n (’ )
+  (ьч (хГ-,.ь*<У’ ) , у ° ]) +  (ь+ , (х"Ц5«;+1 У З ) ,yW)) -  ( 4 , х,
т(п ,(’ )\2 i
N
t f y f f i KNaNyXN +  +  0-5hdNyN) =  - {хтъ у %), (ну{а))х
i=0
+
N
+  KN aN yN yXtN[ хN -  хм) -  кОхт5а1у{х,0>у0а) -  rffy^h -  0-5hxmdN {yiN)) 2 +
(") (") m
i=0
+ (ь - х ^ у м ’ ) +  х т ^ ^ у / у * )  -  ( 4,хт(у(" ))2) (20)
Преобразуем слагаемые в правой части (26)
(ухтaiyX’ , (ку(а))х =  (хта4у£'), кху(а) +  (xmaiK  11, (yi’ ))2 >
> [хта у £ )• кху(’  +  1 + \ M xmaiK, (у(г’ ))2
т (’ ) (’ )х ayx кхУ( ’
1 +  hM1
+  (b- i x mai ,y(’ )yXr' )  +  (b+j хто ^ у Р У ’ ) <
< г\\хх У М  +  Mi\\xт У ’ ]|0
Учитывая (27),(28), из(26) находим
1
(27)
(28)
U (t i+’ )у’  ,х т ухт У(а ) <  - - (xmaiK, (yX))2 -  (d, (х ™у(а>)^ ) +1 +  hM1
+е|1х ^ yi ^ H  +  Щ\\х ^ у (а)]|2 +  (хт -  xm)KNM y P y i’ N -  Ко^^уО^У^О
N
- x m ' M Y l  х ' У ’ л -  o.5hxm dN ( у р у .
i=0
Ф, хту(’ ] =  (ф,хту(’ ^  +  0 .5 % + хт уN  =  ( ф,хт У(’ )Л) +  х т М ’
(29)
(30)
Учитывая преобразования (25)-(30), из(24) получим
_  1
( К , Ла (х™ у)2] + ------ ------ (xmaiK, (yN )2
2 0ti+a 1 +  hM1 i ’
<
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<  x||xm y C ]|0 +  M ^ x m y(j)]|0 -  [d,xm(y(J)f )  +  ( Д  -  x ' )  vPxNaNv'YN -
-x ^ J /o M a u /S  +  ( ф xmyw'  ^ +  H^xY^I-h -  xTyt'b -  s # ’ ) . (31)
i=0
Преобразуем четвертое, пятое и седьмое слагаемые в правой части (31) с учетом (20),(21):
(~ш m (j) (j) m (j) (j ) IxN -  xN Vn KNaNVxN -  x0.5/0 K0alVx0 +
N
+xmvN}(i'2- s J 2  x-'v^ b- o. -M n , Д )  =  (xm-xm) vN)
N
|2  - f i ^ 2  xmy f h^-Q.bhdNVn ’
i=0
- O . - h A j  vn +  x ' / N
0.5h Aa
+  А 0д+. y0- | 1m + 1  j+°
N
I 2 -  x ' v ^ h  -  0.5hdNvN
' i=0
N
i=0
m ( X)
xO,5V0
0.5h , (x)
m +  1 d0V0X) +
(j ) — m
Vn x tv I 2- P ^ 2  xrmy f )h- 0.5hdNvN  - 0-5hvP {xm- xm)A0tj+a/ n ~
i=0
-xO?5v0CT4 3 ^ d0v0CT) -  1 lm + 1
0.5h
m +  1
N
x m ^ ' ^ .  / 0 < х т А Х  -  x’vo h N ’ T ,  xVvC ’b
i=0
-0.5hdN x '  (v
Otj+a
0.5h
m LW ) 2 -  x ' 5 ^ T d 0(V0 J XX0m +  1 d  X))2 +  xm5iiv0a)-
- h  (xO -  xm) A j  vn -
h
N  - N  ^0tj+^N 4(m + 1) x0?5A 0tj+. y0 . (32)
Учитывая (32), перепишем (31):
d , A 0tj+. (x Ч y)2 +
1
1 +  hM1
(xmaiK, (y i ))2 +
h
xm5A 0tj+.v0 +  h ( х °  -  xO) A 0tj+.vN < 4 x ’ vXj)]'\0 +  M2 IIx ™v((J% -4(m +  1Г '0-5А°х+°V0 ^  4 V N N) L^ 0tj+°
N
(d, (xmVм )2) -  xBPy^YNxVvY' h -  0.5hdNxm(vN
i=0
-  x 0: ^ ° ^ d0(v0J))2+
( j ) ) 2  m
m + 1
+  (Ф xmy(J)) +  x’OixvW +  xm5l i » 0J ). (33)
Учитывая,что xO-05 > 6x преобразуем некоторые слагаемые в (33):
( 2 , A j  (xm у )2] +  h -  xm) к щ+, yN >  ( 2 , к щ+, (xm у)2) +  h xm- w A j  vn >
M3 
2
>  1 , A 0tj+. (x - y )2 ^ ^ A 0t
0.5h Л a
+ ------A 0t12 0tj+.
0.5h
12 utj+.
2 1>
(■xN Vn)  >  - 2 ( 1> A 0tj+.(x’  V)2) +
( x m Vn) 2 >  A j  (xm y)2] >  llx -  y]|0 , (34)
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ГД6
!
1 , если m =  0, m > 1 ,
1 /2 ,если m Е (0,1), h < h0 =  \j.
N
(d, (xm y i )  -  xm k f f Y l  х?у<” л -  o-5hdN xm{ yN
i=0
12x 2
m(1-m]
( l ] ) 2 m— X,0.5
0.5h
m +  1 do(y0 )^2+
+ (  v ^ y ^ )  + xm у Ц + хтувдО'”  <
<  4 | x 2 Ух ’ ll2 +  M4^IIх 2 C l i o  +  (х0.5Уо T )  +  l|x 2 ф||0 +  у 2 +  у2) ■ (35)
Перепишем (33) с учетом (34), (35):
А;j  l|x mylll +  ||x myC l iO < e M 4 x m. Д ш +  M I my(' >]|1 +  M 8( IIxmЩ + у 2+ ,  (36)
m q
где |x22y]|1 =  |x22y}12 +  (x0r5yo) ■
Выбирая £
1
2М б’
из (36) получаем:
А «
0tj+& Il l x ™ y]|2 +  l l x ™ уГ ) ] | 0 <  M91|x 2 y(a)]12 +  М ы ( I l x 2 ф\Ц +  у 2! +  У2)  ■ (37)
Перепишем (37) в другой форме:
A j lxmy]|1 <  M f j x my>+1}i1 +  M 12||xmyj]i? +  M i/ \ x mД 2  +  у2 +  У 2)■
На основании Леммы 4 из (38), получаем:
|xтг/ +1]\1 <  М ( |xTy 0^  +  г ( / +  а) jn ax  (||x? Д 2 +  у? +  у 2) )  .
(38)
(39)
где М  - положительная постоянная, не зависящая от h и т.
Справедлива следующая
Т еорем а 2. Пусть выполнены условия (5). Тогда существуют такие h0,T0, что если 
h < h0,T < т0, то для решения разностной задачи (19)-(22) справедлива априорная 
оценка (39), из чего следуют единственность и устойчивость решения разностной схемы 
(19)-(22) по начальным данным и правой части.
Пусть u(x,t) — решение задачи (1)-(4), y(xi,tj) =  yj — решение разностной задачи
zj =
yj — uj, где uj =  u(xi ,tj). Тогда, подставляя y =  z +  и в  соотношения (19)-(22), получаем 
задачу для функции z:
к А а
x,0tj+a zi =  -In xm-0.5aj zX' +  xm-0.5aj zS  +  xm+0.5aj+izS — dj z<f '  +  ^ j > (40) x x^  x^
K0aiz(x,0) =  m T r ( A j z0 +  d0z0a]) — u?’ t Е ^ ’ x =  0 >
y(l] =  
,
05h
(41)
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N
kn aN zXN =  xTzf^h +  O.bhdN zff  +  0.5hAOtj+(j zn — v2 , x =  N (42)
i=0
z(x, 0) =  0, x E t =  0 , (43)
где Ф =  O ^h +t2^, v1 =  O(h2 +  т2), v2 =  O(h2 +  т2) — погрешности аппроксимации
дифференциальной задачи (1)-(4) разностной схемой (19)-(22) в классе решений и =  
u(x,t) задачи (1)-(4).
Применяя априорную оценку (39) к решению задачи (40)-(43), получаем неравенство
\\x™ zj+1]\2l < M  max ||x™ Ф-7'' ||2 +  vj2 +  , (44)
где M  — положительная постоянная, не зависящая от h и т. 
Отсюда вытекает априорная оценка
\\xzj+l)\2 < M  ПШХ (J | ^ j ' ||0 +  vf +  v2) (45)
где M  — положительная постоянная, не зависящая от h и т.
Из априорной оценки (45) следует сходимость решения разностной задачи (19)-(22) 
к решению дифференциальной задачи (1)-(4) в смысле нормы ||xzj +1]\1 на каждом слое 
так, что если существуют такие Ь0,т0, то при h < h0,т < т0 справедлива априорная 
оценка
||x(yj+1 — uj+1)] \1 <  M(h2 +  т2) .
4. П остан овка  нелокальной  краевой  задачи Б 
и априорная оценка в ди ф ф ерен ц и ал ьн ой  ф ор м е
Рассмотрим следующую нелокальную краевую задачу для уравнения (1 ). Заменим 
условие (3) условием вида
— k(l,t)ux(l,t) =  e(t)u(0 ,t) +  р^,т)и(0 ,т)dт — /i(t), \в\< c2. (46)
Для получения априорной оценки решения умножим (1) скалярно на xTu. Тогда, 
учитывая преобразования (7)-(12), из (6) получим
1 1
0 1 1 1 “ ~~ IIО 1 1 1“ '— 11 o x 0
Преобразуем первое слагаемое в правой части (47)
dOtllx” иЦ +  o||x™ПхЦ <  xTukUx|0 +  e||x™UxHl +  M ^ x ™u 10 +  ^ llx™ f  110 (47)
xTukux \l0 =  lTu(l,t)^ n(t) — в (t)u(0 ,t) — p(t, т )u(0, т )dr^ j
0
=  r^(t)u(l,t) — re(t)u(l,t)u(0 ,t) —
t
t
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—lmu(l,t) p(t,r)u(0,r)dr <  ^V2(t) +  M2{u2(l,t)+ u2(0 , t ) ^ + ^  p(t,T)u(0,r)dr <
< e\\x2 ux||0 +  M \ 2 u\\l +  2 ux\\l +  M41 ||x2 u||0) dr +  1  ц2(t) .  (48)
Учитывая (48), из (47) при e =  получим:
№ mu||0 +  ||xmux ||2 <  M5\\xmu||0+
TM g1 \\x ™ u\\0 dr +  eiM7 \\x ™ ux\\ldr +  M8(\\x ™ f  ||0 +  ц2(t)) . (49)
Применяя к обеим частям (49) оператор дробного интегрирования Dota, из (49) находим:
llx f u\0 +  D 0-t“ \x^uWl < M5D-a\\x^u\0 +  M ! 1 D-ta ||x22u||0dr +
0
+ e1 M7D0ta \\x 2 ux||0dr +  M 9 D 0t“ (  llx 2 f  llo +  d2(t)j  +  llx 2 u0(x)||0
0
Преобразуем второе слагаемое в правой части (50) следующим образом:
D0  I  * u& T = г 1 ) l  j— y o  l  | x ? u & s  =
1 Г| \ x ?  u \ \ (— Tyoa =  т(x) £ l \ x¥ u \ I 2(r (a) 0
1 /'t
(t — r)a t
a
\ds
а Г (а ) 0
(t — s)a \\x 2 u\\0ds
1
Г (а +  1) 0
(t — r)a \\x 2 u \\0dr <
Итак, получаем:
<  1 Г  (t — r ) 11 x * u \ \2dr < T D o*\\x m u\\2
< аГ(а) 0 (t — r)i-a < a D0t \\x u \\0 -
rt T
D0a \ x 22u \ 2dr < - D 0a \ x22u \ 2
0 a
a
С помощью (51) из (50) при e1 =
21 JVlj
I I x 2 u \ \ 0 +  D0t  \ \x 2 ux  \ \ 0 <
<  M i0Dota \ \x 2 u \ \ 2 +  M 11 ^ D 0 ta( \ \x 2 f  \ \ 0 +  d2(t)  ^ +  I I x 2 u0(x) 11 0^ j
(50)
(51)
(52)
t t
t
t t
s
t
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(53)
На основании Леммы 2 из (52) находим априорную оценку
1x 2 u\\l +  D0ta\\x^ <  M (D-ta(\\x^f  llo +  X(t)) +  1 x2 uo(x )|0) ,
где положительное число, зависящее только от входных данных задачи (1 ). (2), (46),
t
(4), D-tau =  г 1 т /  (t Ui-a — дробный интеграл Римана-Лиувилля порядка а, 0 < а < 1.
(а) о ( т)
Справедлива следующая
.), r(x,t),q(x,t), f  (x,t) Е  С (QT), u(x,t) E  C2,o(QT) 
ПС1,o(Qt) , d0atu(x,t) E  C(Qt ) и выполнены условия (5), (46), то для решения u(x,t) 
задачи (1 ). (2),(46),(4) справедлива априорная оценка (53), из чего следуют единствен­
ность и устойчивость решения по начальным данным и правой части в смысле нормы
\x 22u\\\ =  \x 22u ||0 +  D-ta\\x ^ ux\\2 .
5. Устойчивость и сходимость разностной схемы
На равномерной сетке uhT дифференциальной задаче (1),(2),(46),(4) поставим в со­
ответствие разностную схему порядка аппроксимации О ^h +т2^ :
кД otJ+aVi =  xi-o.5aiv£ ?)x +  xm ( x - o . A yg ?) +  xm ( x i+o.5al+iVx)) — djV(a) +  ф , (54)
(e)
Koai vX,o
0.5h 0.5h x (a) _
Дoti+„Vo +  doVo Уъ t E шт, x =  °)m + 1  j+a
j
,(E>
m +  1
KN aN vXN =  eyoa) +  E PiVoT +  0-5hdN vN  +  °-5hK t j+a Vn — У2, x =  N,
s=o
y(x, 0) =  uo(x), x E  uh, t =  0 . 
Перепишем задачу (54)-(57) в операторной форме:
(
V =  Л j  }y<E  +  Ф,
y(x, 0) =  Uo(x),
(55)
(56)
(57)
(58)
ГД6
к K i , 
1,
j x E ^h , _
1 , x =  0, l, 
t* =  tj+i/o,
Ki 1 +
m(m — 1 )h2
24x2
Ф
ф 'pi i (xit) E ^hT ;
Ф-  =  (0.5h)-1(m +  1)y1, x =  0 
Ф+ =  (0.5h)- 1y 2, x =  l ,
Л(^+а )y(E =
Mtj+° )yE =  K  { x t o A v t ? }  +x x
+
b-j m j (E) b m j (e) j (e)
[xi-o.5ai VX,i +  xm x i+o.5ai+lVX,i — di Vi ;xim
л - y0E)
(m. +  1)1 KaivX# — m?T doVo(e)
0.5h
x =  0 ;
KNaNvXNn +  fiy^’ +  E  PSVoT +  0-5hdNVn, (e) (e)
Л+vN  =  —- s=o0.5h
-, x =  l .
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Введем скалярное произведение и норму в следующем виде:
N N f
(u,V UiVih, \Ы\1 =  ^  ujk, Н = <
i=1 i=1
0.5h, i =  N, 
h,i =  N.
Умножим (58) теперь скалярно на xmy(a\ тогда получим
( .  y . x ' 4 ( Щ + , ) yM ,xmyM ]  +  ( ф .х Л Д (59)
Повторяя рассуждения (24)-(38), из (59) после несложных преобразований получаем 
Д Д .  Их ¥ уШ +  Их ’i y ' i X  < Ml £  Их ¥ yi]\lf + M2\x Д Д Щ
s=0
+ M 3 \\x 2 y ]\0f  +  MJ^ \\x 2 ф\\1 +  g21 +  >
s=0
(60)
ГД6
llx ™ y]\i =  llx ™ y]\0 +  Ы хУо) 2-
Оценим первое слагаемое в правой части (60), для этого перепишем (60) в другой форме:
\\xЧ х Х  < M iJ 2  \\x¥ У .1Д  +  F (61)
s=0
11 m ( ^ )i 12 ¥ 12 m .. 2 2 2
где F =  M 2||xy( )]h +  M3 ||xy]\0f  +  M 4 ||xтф\\0 +  i 1 +  i 2 .
s=0
[Самарский А.А.. Гулин A .В. 1973, стр.171] из (61), находим:
||x¥ уf ]\0 <  M F  (62)
Учитывая (62), из (60) находим
Ды3+аllx ™y]\i +  llx ™y(xa)}\0> <
< щ \ х 2y (CT)]H +  M7 \\x 2y]\0f  +  M8 xs\\0 +  i i  + 12) r .  (63)
s=0 s=0
На основании Леммы 4 из (60), получим:
\ x у3+1Ш <  m „ |\x?y0]\2 +
( \
ta
1 1  r (1 +  a) o<T<j
(  3' 3' \
\x ~2y]\2o f +  W^ ' ^ Wl + + 1 2) f
s=0 s=0
3 3'
max |x22y]\0f  +  |xA <p8Щ +  y{ + i 2 ) f
s
(64)
Введя обозначение g3 =  max ||y]\0 из (64) получим
o<3'<3
g3+1 <  M 9
ta
Г(1 +  a) gsf +  M 1oFj ’
(65)
s=0
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ГД6
F1 IX22 y0]\2 +
а 
j^—— ------ max
Г(1 +  a) o<j/<j ^  (|Х ™ ф1 Ю +  &  +  & ) тs=0
На основании Леммы 4 [Самарский А.А.. Гулин А.В. 1973, стр.171] из (65) получаем 
априорную оценку
О ta jIIх 1  у1+1]\0 <  M l f y0]\i +  г ( 1  +  a) j (llx 2 r sH0 +  r j^ ( е е )
где M  — положительная постоянная, не зависящая от Н и т.
Справедлива следующая
Теорема 4. Пусть выполнены условия (5), (46) тогда существуют такие Н0,т0, что 
если h < Н0,т < т0, то для решения разностной задачи (54)-(57) справедлива априорная 
оценка (66), из чего следуют единственность и решения разностной схемы (54)-(57) по 
начальным данным и правой части.
Пусть u(x,t) — решение задачи (1), (2), (46), (4) y(xi,tj) =  yj — решение разностной 
задачи (54)-(57). Для оценки точности разностной схемы (54)-(57) рассмотрим разность 
zj =  yj — uj, где uj =  u(xi,tj). Тогда, подставляя y =  z +  и в  соотношения (54)-(57), 
получаем задачу для функции z:
хД С zi0tj + v i
К m j (&) b m j (Д b m j Д)
Хт[Хг - 0.5а14 J ) x +  Xm [Хг - 0.5 ai 4,i ) +  ^  (^+0 .5ai + l4  , i ) — djz(a) +  * j , (67)
(a)K0aizX 0
0.5h 0.5h
Д 0Д+СТ z0 +  Щ0m + 1  3+а m + 1 d0z a) — vi, t E  шт, x =  0,
knaNzXN  =  /3z0a) +  ^  PJsZoT +  0.5hdNzf f  +  0.5h^Otj+azN — , x =  N
s=0
(x, 0) =  0, x E  t =  0
(68)
(69)
(70)
где Ф Д  ), Vi O{h2 +  т2), V2 O (h 2 +  т2) — погрешности аппроксимации диф­
ференциальной задачи (Г), (2), (46), (4) разностной схемой (54)-(57) в классе решении 
u =  u(x,t) задачи (1), (2), (46), (4).
Применяя априорную оценку (66) к решению задачи (67)-(70), получаем неравенство
|x™ z j+ i]\0 <  M  < <  Ilx ™ ^  110 +  Vl2 +  V2)  T
~ ~ s=0
(71)
где M  — положительная постоянная, не зависящая от h и т. 
Отсюда вытекает априорная оценка
llxz j+ i]\0 <  M  0m ax. Ilx ^ sll0 +  vi2 +  V2)
_ _ s=0
(72)
где M  — положительная постоянная, не зависящая от Н и т.
362 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2019. Том 51, №3
Из априорной оценки (72) следует сходимость решения разностной задачи (54)-(57) 
к решению дифференциальной задачи (1), (2), (46), (4) в смысле нормы ||xzj +1]|0 на 
каждом слое так, что если существуют такие т0, h0, то ири т < r0,h < h0, справедлива 
априорная оценка
||x(yj+1 — uj +1) ]lo < M (h2 +  т2) .
Замечание. Полученные в данной работе результаты справедливы и в случае, когда 
условие (3) заменяется условием вида:
d0t xmu(x,t)dx =  n(t), 0 < t < T.
Jo
6. Заключение
В работе исследованы нелокальные краевые задачи для уравнения конвекции-диф­
фузии дробного порядка с переменными коэффициентами с вырождением. Методом 
энергетических неравенств получены априорные оценки в дифференциальной и раз­
ностной трактовках для решения рассматриваемых задач. Из полученных оценок сле­
дуют единственность и устойчивость решения относительно начальных данных и пра­
вой части, а также сходимость решения разностной задачи к решению соответствующей 
дифференциальной задачи.
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